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INTISARI 
 
Persamaan diferensial Fuzzy merupakan suatu persamaan diferensial yang berkaitan dengan 
ketidakpastian pada himpunan Fuzzy. Pada penelitian ini, persamaan diferensial Fuzzy orde satu 
diselesaikan menggunakan metode numerik. Penelitian ini bertujuan untuk mengkaji dan menyelesaikan 
persamaan diferensial Fuzzy orde satu menggunakan metode Adams Bashforth Moulton orde tiga. 
Metode ini merupakan  metode banyak langkah yang memerlukan informasi dari beberapa titik dan nilai 
fungsi ketiga titik tersebut yang diperoleh dari metode satu langkah yaitu metode Runge Kutta orde 
empat agar diperoleh nilai taksiran yang baik. Nilai fungsi dari ketiga titik tersebut kemudian 
disubtitusikan ke dalam persamaan Adams Bashforth orde tiga dan dikoreksi menggunakan persamaan 
Adams Moulton orde tiga. Metode tersebut memerlukan jumlah iterasi yang semakin banyak sehingga 
memberikan nilai hampiran yang baik dan efisien karena menghasilkan galat yang kecil. 
 
Kata Kunci: Fuzzy, Metode Adams Bashforth Moulton 
 
PENDAHULUAN 
Persamaan diferensial adalah persamaan yang mengandung satu atau lebih turunan dari suatu 
fungsi yang tidak diketahui [1]. Persamaan diferensial sangatlah berperan penting dalam berbagai 
bidang. Diantaranya banyak digunakan dalam bidang sains maupun bidang rekayasa. Persamaan 
diferensial juga dapat digunakan dalam hukum-hukum dasar fisika, geometri, keuangan, bidang 
ekonomi, bidang teknologi pangan, biologi, bidang kimia dan lain-lain [2]. Beberapa jenis persamaan 
diferensial yaitu persamaan diferensial Bernauli, Painleve, D’Alembert, Euler, Isac Newton, Gottfried 
Leibniz, Riccati, Clairaut dan Fuzzy. 
Persamaan diferensial Fuzzy berkaitan dengan ketidakpastian dimana dalam persamaan tersebut 
terdapat himpunan  -level dengan interval      . Persamaan diferensial dapat diselesaikan secara 
analitik, kualitatif dan numerik. Penyelesaian analitik merupakan penyelesaian persamaan matematika 
dengan mencari nilai eksak menggunakan metode analitik. Sedangkan, penyelesaian secara numerik 
merupakan suatu penyelesaian persamaan matematika dengan mencari nilai yang mendekati nilai 
eksak menggunakan metode numerik. Penyelesaian numerik digunakan untuk mempelajari keefisienan 
suatu metode dalam menyelesaikan masalah matematika. 
Penyelesaian numerik dapat diselesaikan dengan menggunakan beberapa metode numerik. Salah 
satunya yaitu metode banyak langkah. Metode banyak langkah memerlukan informasi dari beberapa 
titik sebelumnya untuk menghitung nilai taksiran menggunakan metode satu langkah yaitu metode 
Runge Kutta orde empat [3]. Metode Runge Kutta orde empat digunakan karena menghasilkan 
penyelesaian numerik yang mendekati nilai eksak dan lebih efisien dari orde sebelumnya. Metode 
banyak langkah yang digunakan dalam penelitian ini yaitu metode Adams Bashforth Moulton orde 
tiga. Metode Adams Bashforth Moulton orde tiga menghasilkan galat yang mendekati galat eksak 
sehingga efisien untuk penentuan beberapa nilai taksiran. Selain itu sifat metode Adams Bashforth 
Moulton melengkapi metode Runge Kutta yang menghasilkan galat yang kecil dalam menyelesaikan 
persamaan diferensial Fuzzy orde satu [4]. Adapun tujuan dari penelitian ini yaitu mengkaji dan 
menyelesaikan persamaan diferensial Fuzzy orde satu yang dibatasi dengan menggunakan metode 
Adams Bashforth Moulton orde tiga. Selain itu, penelitian ini terbatas pada Persamaan Diferensial
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Fuzzy orde satu yang linear dan homogen. 
Metodologi pada penelitian ini diawali dengan diberikan masalah nilai awal persamaan diferensial 
Fuzzy orde satu yang syarat awalnya telah diketahui. Untuk memperoleh penyelesaian numerik pada 
masalah tersebut terlebih dahulu dicari tiga buah titik pada persamaan Adams Bashforth Moulton orde 
tiga dengan menggunakan metode Runge Kutta orde empat pada interval      . Kemudian, ditentukan 
nilai fungsi dari ketiga buah titik tersebut dan melakukan prediksi dengan mensubtitusikan nilai fungsi 
tersebut menggunakan persamaan Adams Bashforth orde tiga. Selanjutnya nilai prediksi tersebut 
dikoreksi menggunakan persamaan Adams Moulton orde tiga. Kemudian diperoleh nilai galat pada 
metode Adams Bashforth Moulton orde tiga dan didapatkan nilai penyelesaian numerik yang baik 
untuk masalah nilai awal tersebut. 
 
KONSEP HIMPUNAN FUZZY 
     Himpunan  - level      merupakan suatu himpunan yang terletak pada interval tak kosong untuk 
semua       dan dinotasikan sebagai berikut      [    
 
] 
Bilangan Fuzzy   dalam   didefinisikan sebagai pasangan fungsi (    
 
) yang memenuhi sifat-sifat 
berikut [5]: 
a) fungsi    merupakan monoton naik, terbatas dan kontinu kiri pada       
b) fungsi  
 
 merupakan monoton turun, terbatas dan kontinu kanan pada        
c)     
 
 untuk semua       
Himpunan Fuzzy E pada himpunan semesta S merupakan himpunan     dengan fungsi 
keanggotaan            dengan       menyatakan derajat keanggotaan     pada E. Jelas untuk 
   , sehingga fungsi keanggotaan     tereduksi menjadi fungsi karakteristik        {
          
          
.  
L. A Zadeh dalam [6] memperluas konsep fungsi karakteristik himpunan biasa dengan 
mendefinisikan himpunan Fuzzy menggunakan suatu fungsi yang disebut dengan fungsi keanggotaan 
sedemikian hingga fungsi keanggotaan tersebut akan mencakup bilangan real pada interval [0,1]. Jadi, 
keanggotaan dalam himpunan Fuzzy tidak lagi merupakan sesuatu yang tegas, melainkan sesuatu yang 
berderajat atau bergradasi benar atau salah. Nilai 0 menunjukkan salah, nilai 1 menunjukkan benar, 
dan masih ada nilai-nilai yang terletak antara benar dan salah  [6]. 
Contoh: Diberikan fungsi   yaitu                                       dipilih     dan 
       , sehingga          diperoleh: 
a. [    ]
 
 merupakan fungsi monoton naik, terbatas dan kontinu kiri pada interval [0,1] 
b. [    ]
 
 merupakan fungsi monoton turun, terbatas dan kontinu kanan pada interval [0,1] 
c. [    ]
 
 [    ]
 
 untuk semua interval [0,1] 
 
PENYELESAIAN PERSAMAAN DIFERENSIAL FUZZY ORDE SATU DENGAN METODE 
ADAMS BASHFORTH MOULTON ORDE TIGA 
Pada penyelesaian persamaan diferensial diberikan asumsi dari masalah nilai awal persamaan 
diferensial Fuzzy orde satu yaitu [7]: 
{
       (      )         
       
                                                    
dengan fungsi          yang kontinu,   bilangan real,   bilangan real positif,  
     mewakili 
turunan pertama dari y terhadap  ,          ,       dengan himpunan  -level  
     
                   ,            
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Berdasarkan prinsip eks ensi Zadeh’s mengarah ke definisi        dengan        merupakan 
bilangan Fuzzy dan   merupakan variabel Fuzzy 
              {             }     
sehingga 
          [                 ]
 
         
dengan 
             {             [         ]}  
 
 
            {             [         ]} 
Metode Adams Bashforth Moulton merupakan metode banyak langkah, metode ini menggunakan 
beberapa informasi dari  i ik sebelumnya,  idak dapa  “memulai sendiri”, sehingga digunakan metode 
satu langkah untuk memperoleh titik sebelumnya. Metode satu langkah yang digunakan yaitu metode 
Runge Kutta orde empat. Adapun bentuk umum metode Runge Kutta orde empat dalam persamaan 
diferensial Fuzzy orde satu sebagai berikut [7]: 
 i      i 
  
 
   ,      ,       ,    ,   
 
i  
    
i
 
  
 
   ,      ,       ,    ,   
dengan 
  , (         )                     
  , (         )       {          } 
  , (         )      {    (   
 
 
    
    
 
)} 
  , (         )      {    (    
 
 
    
    
 
)} 
  , (         )      {    (   
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  , (         )      {    (   
 
 
    
    
 
)} 
  , (         )      {     (            )} 
  , (         )      {    (            )} 
Persamaan Adams Bashforth Moulton diperoleh dengan memperkirakan nilai taksiran     
  dengan 
suatu persamaan prediktor terlebih dahulu. Setelah itu nilai taksiran     
  dikoreksi dengan persamaan 
korektor.  Langkah - langkah menentukan bentuk umum persamaan Adams Bashforth Moulton orde 
tiga diuraikan sebagai berikut: 
Kedua ruas dari Persamaan (1) diintegralkan dari    sampai      
∫   (       )    ∫        
    
  
    
  
 
           
              –                   
           ∫  (      )   
    
  
                                                             
Untuk bentuk dasar persamaan Adams Bashforth Moulton orde tiga dapat dilihat pada persamaan 
berikut ini:  
    
    
  ∫   (      )  
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 ∫  
 
(      )                                                                      
    
  
 
Persamaan Adams Bashforth orde tiga diperoleh dengan menghampiri fungsi   (      ) ke dalam 
polinom interpolasi pada titik     ,          . Jika diambil polinom berderajat dua      , maka 
diperoleh tiga buah titik yang berjarak sama yaitu      ,       ,     ,       ,    ,     . Berikut ini 
merupakan fungsi polinom berderajat dua:  
    
    
  ∫ ∑            
 
   
  
    
  
 
      ∑ 
           
 
   
                                                                       
dengan 
        ∏
    
     
 
       
 
jika nilai 
                                         
maka      
        
              
                     
 
        
              
                     
 
           
                
                  
 
Adapun bentuk interpolasi Lagrange derajat dua seperti berikut 
      ∑  
          
 
    
 
        
                        
                         
                  
         
 
                       
 
                        
  
                 
Kemudian diintegralkan dari    sampai     . Dengan syarat jarak antara titik harus konstan dan 
pengintegrasian dari      dan       , sehingga diperoleh 
 
  
  
                 
   
  
                 
   
  
             
 
  
  
 
 
               –
   
  
 
 
               
   
  
 
 
           
Subtitusikan ke Persamaan (3) dan (4) , sehingga diperoleh persamaan Adams Bashforth orde tiga 
    
     
  
 
  
[                     
 (            )      
 (         )] 
 
   
 
  
 
 
 
 
  
[  
  
                  
  
(            )     
  
(         )] 
Sedangkan untuk pembentukkan persamaan Adams Moulton orde tiga penyelesaiannya sama 
seperti Adams Bashforth orde tiga yaitu menggunakan Persamaan (3), (4) dan (5). Bedanya hanya 
pada titik yang diinterpolasikan yaitu                                 yang berjarak sama. Jika nilai
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maka      
          
              
                    
 
       
                 
                   
 
          
                
                      
 
Adapun bentuk interpolasi Lagrange derajat dua seperti berikut 
      ∑            
 
   
 
       
 (            )         
                   
                       
       
 
(            )         
 
 (        )        
  
                      
Kemudian diintegralkan dari    sampai      dengan syarat jarak antara titik harus konstan dan 
pengintegrasian dari      dan       , sehingga diperoleh 
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(            ) 
Subtitusikan ke Persamaan (3) dan (4) , sehingga diperoleh persamaan  Adams Moulton orde tiga 
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(            )] 
 
GALAT ADAMS BASHFORTH MOULTON ORDE TIGA 
Untuk memperoleh bentuk galat per langkah dengan penurunan persamaan Adams Bashforth 
Moulton orde tiga. Pada saat penurunan persamaan Adams Bashforth, polinom interpolasinya 
memerlukan tiga titik                                . Sedangkan untuk penurunan persamaan Adams 
Moulton, polinom interpolasinya memerlukan titik                                . Sehingga diperoleh 
bentuk umum galat perlangkah metode Adams Basforth Moulton orde tiga sebagai berikut: 
a. Untuk galat kumulatif dan galat perlangkah min 
Adams Bashforth:       
             
 
  
    
      
Adams Moulton:          
            
   
 
  
    
     
b. Untuk galat kumulatif dan galat perlangkah max 
Adams Bashforth:       
             
 
  
    
 
    
Adams Moulton:         
            
 
  
 
  
    
 
    
APLIKASI NUMERIK 
Diberikan persamaan diferensial Fuzzy orde satu dengan nilai awal Fuzzy  
            
                                  
dengan        ,          dan penyelesaian eksak sebagai berikut: 
                                          
Tentukanlah penyelesaian numerik dari persamaan diferensial Fuzzy orde satu menggunakan metode 
Adams Bashforth Moulton orde tiga. 
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Penyelesaian: 
Untuk menentukan nilai       dan  
 
    dengan menggunakan metode Adams Bashforth Moulton 
orde tiga diambil tiga buah titik yang diperoleh menggunakan metode Runge Kutta orde empat dengan  
      dan       dengan nilai   konstan yaitu: 
n  
   
 
 
1 1,72477864 2,47589192 
2 1,41213250 2,02709343 
3 1,15615892 1,65964748 
dengan mensubtitusikan ketiga buah titik tersebut ke dalam persamaan Adams Bashforth orde tiga 
diperoleh: 
    
     
  
 
  
[                     
 (            )     
 (        )]   ,         
Jadi, nilai min prediktor         ,        . 
    
 
   
 
 
 
  
[   
  
                  
  
(            )     
 
(        )]   ,         
Jadi, nilai max korektor  
      ,        . 
Kemudian dikoreksi menggunakan persamaan Adams Moulton orde tiga 
    
     
  
 
  
[   (            )     
 (        )   
 (            )]   ,         
Jadi, nilai min korektor        ,        . 
 
   
 
  
 
 
  
 
  
[  
 
(            )    
 
(        )   
 
(            )]   ,         
Jadi, nilai max korektor  
      ,        . 
Berikut ini adalah hasil penyelesaian aplikasi numerik menggunakan metode Adams Bashforth 
Moulton orde tiga: 
Tabel 1 Hasil Metode Adams Bashforth Moulton Orde Tiga dan Penyelesaian Eksak 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Dari Tabel 1 jelas bahwa nilai        untuk ukuran langkah       merupakan fungsi monoton naik, 
terbatas dan kontinu kiri pada interval [0,1]. Demikian juga dengan nilai        untuk ukuran langkah 
      jelas merupakan fungsi monoton turun, terbatas dan kontinu kanan pada interval [0,1].  
Berikut disajikan bentuk umum dari persamaan Adams Bashforth Moulton orde dua yang digunakan 
untuk membandingkan pesamaan tersebut dengan persamaan Adams Bashforth Moulton orde tiga:  
Persamaan Adams Bashforth orde dua:      
     
  
 
 
[   (        )   
 (            )] 
    
 
   
 
 
 
 
[  
  
(        )   
  
(            )] 
Persamaan Adams Moulton orde dua:        
     
  
 
 
[  (        )   
 (            )] 
    
 
   
 
 
 
 
[ 
  
(        )   
  
(            )] 
 Adams Bashforth orde tiga Adams Moulton orde tiga 
Eksak 
  0,2 0,2 
                 
        
 
                    
0,1 2,10572170 3,02272953 2,10669039 3,02412008 2,10666842 3,02408853 
0,2 2,17364820 2,98876628 2,17464815 2,99014120 2,17462546 2,99011001 
0,3 2,24157470 2,95480303 2,24260590 2,95616233 2,24258251 2,95613149 
0,4 2,30950121 2,92083977 2,31056365 2,92218345 2,31053955 2,92215297 
0,5 2,37742772 2,88687652 2,37852141 2,88820457 2,37849660 2,88817444 
0,6 2,44535422 2,85291327 2,44647916 2,85422570 2,44645365 2,85419592 
0,7 2,51328073 2,81895001 2,51443691 2,82024682 2,51441069 2,82021740 
0,8 2,58120723 2,78498676 2,58239467 2,78626794 2,58236774 2,78623887 
0,9 2,64913375 2,75102351 2,65035243 2,75228906 2,65032478 2,75226035 
1 2,71706026 2,71706026 2,71831019 2,71831019 2,71828183 2,71828183 
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Berikut ini adalah hasil penyelesaian aplikasi numerik menggunakan metode Adams Bashforth 
Moulton orde dua dan metode Runge Kutta orde empat beserta besar galat kumulatif metode Runge 
Kutta orde empat: 
Tabel 2 Hasil Adams Bashforth Moulton Orde Dua, Runge Kutta Orde Empat dan Galat Kumulatif 
Runge Kutta Orde Empat 
Dari Tabel 2 jelas bahwa nilai        untuk ukuran langkah       merupakan fungsi monoton naik, 
terbatas dan kontinu kiri pada interval [0,1]. Demikian juga dengan        untuk ukuran langkah 
      merupakan fungsi monoton turun, terbatas dan kontinu kanan pada interval [0,1].  
Berikut ini adalah besar galat perlangkah metode Adams Bashforth Moluton orde dua dan Adams 
Bashforth Moulton orde tiga: 
Tabel 3 Galat Perlangkah Metode Adams Bashforth Moulton 
 Adams Bashforth orde dua Adams Moulton orde dua Adams Bashforth orde tiga Adams Moulton orde tiga 
  0,2 0,2 0,2 0,2 
                          
0,1 0,00700333 0,01005317 0,00140490 0,00201671 0,00126343 0,00181364 0,00014045 0,00020161 
0,2 0,00722924 0,00994021 0,00145022 0,00199405 0,00130419 0,00179326 0,00014498 0,00019934 
0,3 0,00745516 0,00982725 0,00149554 0,00197139 0,00134494 0,00177288 0,00014951 0,00019708 
0,4 0,00768107 0,00971430 0,00154086 0,00194873 0,00138570 0,00175250 0,00015404 0,00019481 
0,5 0,00790699 0,00960134 0,00158618 0,00192607 0,00142646 0,00173213 0,00015857 0,00019255 
0,6 0,00813290 0,00948838 0,00163150 0,00190341 0,00146721 0,00171175 0,00016310 0,00019028 
0,7 0,00835881 0,00937543 0,00167682 0,00188075 0,00150797 0,00169137 0,00016763 0,00018802 
0,8 0,00858473 0,00925802 0,00172214 0,00185809 0,00154872 0,00167099 0,00017216 0,00018575 
0,9 0,00881064 0,00914951 0,00176746 0,00183543 0,00158948 0,00165061 0,00017669 0,00018349 
1 0,00903655 0,00903655 0,00181278 0,00181278 0,00163024 0,00163024 0,00018122 0,00018122 
Dari Tabel 3 menunjukkan bahwa nilai galat perlangkah Adams Bashforth Moulton orde tiga untuk 
      lebih kecil dibandingkan dengan nilai galat perlangkah Adams Bashforth Moulton orde dua. 
Jadi, dapat disimpulkan bahwa metode Adams Bashforth Moulton orde tiga lebih efisien. 
Berikut ini adalah besar galat kumulatif metode Adams Bashforth Moulton orde dua dan Adams 
Bashforth Moulton orde tiga: 
Tabel 4 Galat Kumulatif Adams Bashforth Moulton Orde Dua dan Orde Tiga 
 
Adams Bashforth orde dua Adams Moulton orde dua Runge Kutta orde empat 
Galat kumulatif 
Runge Kutta orde empat 
  0,2 0,2 0,2 0,2 
                 
        
 
                          
0,1 2,10099898 3,01595015 2,10735640 3,02507613 2,10664463 3,02405439 0,00002379 0,00003414 
0,2 2,16877314 2,98206307 2,17533564 2,99108651 2,17460091 2,99007625 0,00002455 0,00003376 
0,3 2,23654730 2,94817599 2,24331488 2,95709689 2,24255719 2,95609811 0,00002532 0,00003338 
0,4 2,30432146 2,91428891 2,31129412 2,92310727 2,31051347 2,92211997 0,00002608 0,00003300 
0,5 2,37209562 2,88040183 2,37927335 2,88911765 2,37846974 2,88814183 0,00002686 0,00003261 
0,6 2,43986978 2,84651475 2,44725259 2,85512803 2,44642602 2,85416369 0,00002763 0,00003223 
0,7 2,50764394 2,81262767 2,51523183 2,82113841 2,51438230 2,82018555 0,00002839 0,00003185 
0,8 2,57541810 2,77740590 2,58321107 2,78714879 2,58233858 2,78620742 0,00002916 0,00003145 
0,9 2,64319227 2,74485351 2,65119032 2,75315918 2,65029486 2,75222928 0,00002992 0,00003107 
1 2,71096643 2,71096643 2,71916956 2,71916956 2,71825114 2,71825114 0,00003069 0,00003069 
 Adams Bashforth orde dua Adams Moulton orde dua Adams Bashforth orde tiga Adams Moulton orde tiga 
  0,2 0,2 0,2 0,2 
                          
0,1 0,00566944 0,00813838 0,00068798 0,00098760 0,00094672 0,00135900 0,00002197 0,00003155 
0,2 0,00585232 0,00804694 0,00071018 0,00097650 0,00097726 0,00134373 0,00002269 0,00003119 
0,3 0,00603521 0,00795550 0,00073237 0,00096540 0,00100781 0,00132846 0,00002339 0,00003084 
0,4 0,00621809 0,00786406 0,00075457 0,00095430 0,00103834 0,00131320 0,00002410 0,00003048 
0,5 0,00640098 0,00777261 0,00077675 0,00094321 0,00106888 0,00129792 0,00002481 0,00003013 
0,6 0,00658387 0,00768117 0,00079894 0,00093211 0,00109943 0,00128265 0,00002551 0,00002978 
0,7 0,00676675 0,00758973 0,00082114 0,00092101 0,00112996 0,00126739 0,00002622 0,00002942 
0,8 0,00694964 0,00749828 0,00084333 0,00090992 0,00116051 0,00125211 0,00002693 0,00002907 
0,9 0,00713251 0,00740684 0,00086554 0,00089883 0,00119103 0,00123684 0,00002765 0,00002871 
1 0,00731540 0,00731540 0,00088773 0,00088773 0,00122157 0,00122157 0,00002836 0,00002836 
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Dari Tabel 4 menunjukkan bahwa nilai galat kumulatif Adams Bashforth Moulton orde tiga untuk 
ukuran langkah       lebih kecil dibandingkan dengan nilai galat kumulatif Adams Bashforth 
Moulton orde dua. Jadi, dapat disimpulkan bahwa metode Adams Bashforth Moulton orde tiga lebih 
efisien. 
 
PENUTUP 
Berdasarkan hasil penyelesaian numerik persamaan diferensial Fuzzy orde satu menggunakan 
metode Adams Bashforth Moulton orde tiga dapat disimpulkan: 
1. Bentuk umum persamaan Adams Bashforth orde tiga  
    
     
  
 
  
[                     
 (            )     
 (        )] 
 
   
 
  
 
 
 
 
  
[   
  
                  
  
(            )     
  
(        )] 
Persamaan Adams Moulton orde tiga 
    
     
   
 
  
[   (            )     
 (        )   
 (            )] 
    
 
   
 
  
 
  
[  
 
                  
 
(        )   
 
(            )] 
2. Diperoleh nilai hampiran yang mendekati penyelesaian eksak sehingga besar galat yang 
dihasilkan kecil. Untuk perhitungan nilai penyelesaian numerik pada metode Adams Bashforth 
Moulton orde tiga memerlukan jumlah iterasi yang semakin banyak, hal ini dikarenakan untuk 
menghasilkan penyelesaian yang lebih baik dan efisien.  
3. Diperoleh suatu barisan yang monoton dan terdapat pasangan fungsi                 dengan 
nilai fungsi        merupakan fungsi monoton naik, terbatas dan kontinu kiri pada interval [0,1], 
demikian juga dengan nilai fungsi         merupakan fungsi monoton turun, terbatas dan kontinu 
kanan pada interval [0,1].  
Pada penelitian selanjutnya disarankan untuk menggunakan metode Adams Bashforth Moulton 
dengan orde yang lebih tinggi dan metode banyak langkah selain Adams Bashforth Moulton yaitu 
metode Milne Simpson dan metode Hamming sehingga dimungkinkan dapat menemukan metode 
yang menghasilkan solusi lebih baik. 
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